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* Movimento do Centro de Massa

O movimento dos sistemas acima é muito complicado, mas o centro de massa
descreve uma parabola como uma particula.
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O movimento dos sistemas acima € muito complicado, mas o centro de massa
descreve uma parabola como uma particula.



Centro de Massa

Ha um ponto, denominado centro de massa do sistema, que se move
como se toda a massa do sistema estivesse concentrada nele, e as forcas
externas atuantes sobre o sistema estivessem agindo exclusivamente
sobre ele.

O movimento de qualquer corpo, ou qualquer sistema de particulas, pode
ser descrito em termos do movimento do centro de massa.

y M=m,+m,

m; X; + My X, VLN N Sobe

m, + m,

: [
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Calculo do centro de massa

mx, +m,X, | .
Xey = Média ponderada das posicoes, tendo as massas como pesos
m, +m,
Exemplos:
X, + X,
2 Xem
(b) My >>M, = Xy = X >

X
CM
(c) Em geral, o centro de massa & um ponto intermediario entre x, e X,:

X, < Xy < X,

2/3 .13 mx0+2mxL 2
® | ‘_> X XCI\/I = = —
m Xem m 3m 3
x=0 X=L



l| Exemplo de calculo de centro de massa

de um sistema de particulas

m =1kg x,=0m y,=0m
m,=2Kkg X,=0m y,=3m
m,=4Kg X;=4m y,=0m

~ 0x1+0x2+4x4

X m=2.3m
C.M M 1+2+4
4k Ox1+3x2+0x4
@ g} Yom = m=0.9m
5 3 4 x(m) 1+2+4



Centro de Massa: E a posi¢cdo média de toda a
massa do corpo ou sistema. Num corpo
NOMOQgENeo e simétrico o centro de massa esta
N0 centro geomeétrico.




Exemplo: particulas de massas iguais

formando um triangulo
m

2m

—

Baricentro do triangulo:

Intersecdo das medianas <— "

2/3
CM




Centro de massa e simetrias:

e Se um corpo possui um ponto, uma linha ou um plano de simetria, o CM

situa-se nesse ponto, linha ou plano. Linhas de simetria

Centro de simetria g
: Planos de simetria

» Note que para que um ponto, linha ou plano ’
seja de simetria, € preciso que, para cada {
elemento de massa, exista um outro igual na :
posicao simétrica em relacao ao ponto, linhaou  fF===== il (
plano. |

> Note que o centro de massa pode cair numa regido onde nao ha massa!




l|| CENTRO DE GRAVIDADE

CENTRO DE GRAVIDADE de um corpo € o ponto de aplicacao do seu

peso. Corpos gque admitam eixos de simetria, o centro de gravidade
localiza-se na intersecao destes eixos.

Num campo gravitacional uniforme o CM coincide com o CG.




Para placas planas e homogéneas o centro de gravidade pode ser
determinado atraves da equacao:

Al Xg+ Ay X, Aryr+ Ay,

cg cg
A+ A, A+ A,
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Placas planas e homogéneas:

Determine as coordenadas ( X, ¥,) do centro de gravidade da
placa plana e homogénea da figura indicada.

4 m 4 m

}m

A 1

wW

m 11 m

_] e —_———_——



Placas planas e homogéneas:

A ordenada “y” do centro de massa de uma placa triangular,
homogénea e de espessura constante € igual a um terco da altura
(figura). Mostre que a ordenada do centro de massa de uma placa
trapezoidal, homogénea e de espessura constante, em funcao da
altura h do trapézio e de suas bases a e b pode ser dada por:

_h(2a+b)
3 (a+bh)

Yem

AY AV

—=
h X

[
B
-




l| Placa Plana com orificio:




|| Placa Plana com orificio:

I
A figura mostra uma placa metalica uniforme P de /;L:-..‘..
raio 2R da qual fol retirado um disco de raio R. [N .
pelo processo de estampagem, em uma linha de ‘f:;;?\x_
producao industrial. Localize o centro de massa O
"CM" usando o sistema de coordenadas xy
mostrado. / i
A X, — A, X =
1M 2 /N2 \
X — “-.\\‘m___//
Cg \.\_\\
AL - A,
Al Y, — Az Y,
ycg — Resp. a) X, = R/3, y.,=0.

Al_AZ



* Centro de massa de corpos continuos
| uniformes

Se um corpo consiste de uma distribuicdo continua de massa, podemos dividi-lo em
porgdes infinitesimais de massa dm e a soma transforma-se numa integral:

A xcmzﬁjx.dm

dx

Comprimento L e massa M

A=M/L

= L/2



|I| Centro de massa de corpos continuos uniformes

Se um corpo consiste de uma distribuicdo continua de massa, podemos dividi-lo em
porcdes infinitesimais de massa dm e a soma transforma-se numa integral:

1 1 1 1
XCMZWE mixieﬁjxdm Yem %ijdm Zew eﬁjzdm
i=1

-

Se além disso o corpo tiver X . = ij' xdV y
densidade uniforme: M \Vj
Am;
M 1 D o
— = — = — CM
dm—pdV—VdV:> 1 Yeum ijdv .

Integrais triplas!
N&o precisaremos por enquanto.



l! Centro de massa de corpos continuos uniformes

Silbury Hill — Inglaterra
(4600 anos atras) ¥ H-7

1 4V = 7t dr, r= (H - 2L
Ze _vjzdv o



Exemplo: Centro de massa de corpos continuos

uniformes

Silbury Hill — Inglaterra
(4600 anos atras)

oV = 7rd ds,

)

]
1 wrl R
= — | zdv = - zd
Zerm ,P.,J'z VHZ_LE{ 2 dr
2

- ﬂf (2 — 227 + 752 o

VE? |5
_ mf'i I:Ed _ 273H N EEHE]PE
VE2 | 4 3 2 e
. TP
VH2 |4 3h 0 2R?

substituting known values, we find
B (88 )P40 md
fom = (4,09 X 108 mP)(50.5 m)?
[i _ 2(30.8 m) i (50,8 m)?
4 A0 m) 2040 m)?

= 1237 m = 12 m.

] {Answer)



. Movimento do Centro de Massa

22 Lei de Newton para um sistema de particulas.

Velocidade do centro de massa,

Aceleracao do centro de massa.

Centro de massa e velocidade constante.

Referéncia:
o Halliday, David; Resnick, Robert & Walker, Jearl. Fundamentos de Fisica, Vol 1.
Cap. 09 da 72. ed. Rio de Janeiro: LTC, 1996.

o Tipler, Paul. Fisica, Vol 1 cap. 08. 42 ed. Rio de Janeiro: LTC, 2000.



*I 22 Lei de Newton para um sistema de particulas:

Considere um sistema de particulas cujas massas sao m,, m,, .,
m., € sejam vy, V,, ..., V,,, respectivamente,suas velocidades num
certo instante. Neste instante, o centro de massa possul
velocidade v, dada por uma média ponderada das
velocidades das particulas do sistema:

m,v, + m,V,

V.. =
CM
m, + m,

guantidade de movimento total do sistema

(m, + m, )v, = quantidade de movimento

A quantidade de movimento de um sistema de particulas € igual a quantidade de
movimento do centro de massa, considerando que toda a massa do sistema esta

concentrada nele.



l|| 22 Lei de Newton para um sistema de particulas:

» Considere duas particulas de massas m, e m, em uma dimensé&o:

Fico Faci C d%x
S Wi F, & m, —21 =k _,+ Fl(eXt)
— dt
2
d*x, d*Xx, (ext)
mla:>m1F:FRl sz:F&—l"'Fz
Note como distinguimos for¢as internas (F,, , e F,, ) de forcas externas (F,®9 e F,(&W),
Somando-se as equacées d 2X1 d 2X2 (ext) (ext)
_ ->m—+m,—==F _,+F,_ +F"7 +F
termo a termo: dt dt
| d *x d*x
Da 32 lei de Newton, =m delJr m, dt22 =F®Y 4+ F&V = F®Y

Fieo=-Fon
Fext) ¢ a forgca externa resultante.
As forcas internas se cancelam.
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l|| 22 Lei de Newton para um sistema de particulas:

2 2 5
m, M +m, ﬁ —F (ext) — d (mlxl + m2X2) ~F (ext)
dt’ dt’ dt?
Usando a m X, + m,X, d *x d’x
o = (ext) _ CM_ _ CM

Definicdo: Xem = tal que F = (m + m2) =M —=

¢ m, +m, ' dt? dt?
onde M=m,+m, é a massa total do sistema. (M +M)X ey = MyX; +MyX,

O sistema age como se toda massa estivesse concentrada no ponto x.,, (centro de
massa)

XCM
F1<—2 |:2<—1
F (ext) — = (ext) |:(ext)

RGP
d? . . ,
= CUNEY Xem Em particular, se FX)=0, a velocidade do CM é

dt2 constante d
Xem

_ _ . =Vey = cte.
22 Lei de Newton para um sistema de 2 particulas dt



Exemplo em gque o0 centro de massa tem velocidade constante

Dois patinadores no gelo (sem atrito com o
chao) encontram-se inicialmente a uma
distancia de 12 m. Eles puxam as extremidades
de uma corda até se encontrarem. Em que
ponto eles se encontram? O resultado depende
das forcas exercidas por eles?

» S0 ha forcas internas ao sistema = O centro de massa tem velocidade constante.

O0x80+12x60 Os patinadores se encontraréao a 5,1 m
cM — M =5,1M = da posicéo inicial do patinador da
80+ 60 esquerda, nao importam as forcas

exercidas por eles.




l| Movimento do centro de massa.
I

Duas particulas, A e B, de massas m, = 0,1 kg e my = 0,4 kg, sao abandona-

das no instante { = 0, na posicao indicada na figura.

a) Locallze a posicao do centro de massa das particulas no Instante t = 0.

b) Sabendo-se que as particulas se atraem, pols foram eletrizadas com
cargas elétricas de sinals opostos, a que distancia da posicao Inicial da
particula 4 ocorrera a colisao? Conslidere o sistema 1solado de forcas
externas.




Movimento do centro de massa.

Duas particulas, A e B, de massas m, = 0,1 kg e mz = 0,4 kg, sao abandona- A t=0 B
das no instante ¢ = 0, na posicao indicada na figura. q Q
a) Localize a posicao do centro de massa das particulas no instante ¢ = 0. : d=13m :
b) Sabendo-se que as particulas se atraem, pois foram eletrizadas com e "

cargas elétricas de sinais opostos, a que distancia da posicao inicial da
particula A ocorrera a colisao? Considere o sistema isolado de forcas

externas.
Solucao:
a) Sendox, = 0 exg =3 m, temos para o centro de massa C: A B
E_1'1'1“1.&"‘1+nr1,._,r:qr1il ::vx,:=ﬂ’l.n+ﬂ’4.3 x.—24m 0 3 ximl
m, + mg 0,1 + 0.4

b) O sistema de particulas esta isolado de forcas externas. Como o centro de massa estava iniclalmente em
repouso, pois as particulas foram abandonadas, ele permanece em repouso. Logo, a colisao ocorre exata-
mente na posicao do centro de massa, isto é, a 2.4 m da posicao inicial da particula A:

A B

s ¢ @




Movimento do centro de massa.

As esferas 4 e B possuem massas m e 3m, respectivamente. A esfera 4 é abandonada de uma altura fi = 0,45 m

do solo e B esta em repouso.

Sejag = 10 m/s* a aceleracao da gravidade. Determine:

a) omddulo da aceleracao do centro de massa do sistema constituido pelas esferas 4 e B, enquanto A estiver
em queda livre.

b) o modulo da velocidade do centro de massa do sistema, no instante em que a esfera A atinge o solo.

r
FEETTE T TFEAFESE ..l"fa:g!.-_-'



q Movimento do centro de massa.
I

Um projétil é disparado sobre um campo horizontal, com
uma velocidade inicial de 24,5 m/s sob um angulo de
36,9°. No ponto mais elevado da trajetoria o projetil
explode e se divide em dois fragmentos de massas iguais.
Um deles cai na vertical até o solo. Em que ponto outro
fragmento atinge o solo?

Resp. R=58,8m ex=15R=288,2m.



l| Generalizacao para 3 dimensoes:

3

m, X, + M, X, +---+my X 1<
Xey = 1M 222 NN:MZmiXi
m+m,+---+m, i1
my, +myy, +---+m 1 > 13 -
Ve = 11 7MY v > my; ¢|= reu =—Zmiri
m1+m2+'°'+mN M |:1 M |=1
mz, +m,z, +---+myz 1 Q
Zoy = 141 252 NN:MZmiZi
m +m,+---+my i1 )
— (ext) d®rs d’r, d’rn d*rewm
=M — M, — et My — =M 2
dt dt dt dt
2 O sistema responde a resultante das forcas externas
— (ext) drem

dt?

como se a massa total M estivesse toda concentrada
no centro de massa.

22 |_ei de Newton para um sistema de particulas




Forcas externas e mudancas de energia interna:

Considere a situacéo ao lado, em que uma patinadora
empurra um corriméo (forca F) e adquire velocidade e
energia cinética no processo. Nessa situacao:

a) Energia (muscular) € gasta pela patinadora, que se
transforma em energia cinética. Ha apenas

(a) transferéncia de energia entre partes do sistema, nao

entre o sistema e 0 ambiente externo.

b) A situacao envolve um sistema de particulas e néao
uma particula apenas: as diferentes partes da
patinadora movem-se diferentemente.

Para analisar essa situacao, utilizamos a 2a lei de Newton
% para um sistema de particulas, em que este é substituido

Cam L]

=i — por toda sua massa concentrada no Centro de Massa

- — (ext) d GCM
M

() —
dt



externas e mudancas de energia interna:

O trabalho realizado pela for¢ca no centro de massa ao
desloca-lo de uma distancia d se traduz numa mudanca
da energia cinética da patinadora:

Fd cos¢ = AK

Se parte do trabalho € utilizada para aumento de energia
potencial (p. ex., a patinadora sobe uma rampa), o resulta

se generaliza:
b | 37

[ g Fdcos¢g =AK + AU = AE_ .

Essa energia foi perdida pela patinadora, que despendeu
energia interna na mesma proporcao:

— Fdcos¢g = AE_ .. =—AE.

It
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