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1 Introducao

Entre os estudantes, e a populacdo em geral, o titulo (jes@tteoria da relatividade” é sindbnimo de
dificuldade extrema (analogamente ao termo “fisica quahti€Come-exemplo, € comum se ouvir um
marido dizendo para a esposa: “vocé € mais complicada-dotgoei@da relatividade (ou que a fisica
guantica)”. Na verdade tudo o que é novo apresenta sim umegrais de dificuldade; contudo, no
caso particular da teoria da relatividade especial de &imststa ndo apresenta grandes dificuldades
técnicas (ferramental matematico necessario), tal quigiggraaluno com conhecimento de fisica e
matematica em nivel meédio esta apto ao seu estudo. Assendiegilina poderia ser ministrada no
primeiro semestre de um curso de graduacdo. Os pré-regumEtessarios sao minimos: Além de
um conhecimento basico em fisica e matematica, é exigidageite-se dois pequenos postulados
nos quais toda a teoria se baseia. Notadamente a “grandwildéde encontrada esta exatamente em

aceitar como verdadeiros estes dois postulados, poisfegiss ao senso comum. Sao eles:



Postulado 1 - Postulado relativistico As leis da fisica sdo as mesmas para observadores em dife-

rentes referenciais inerciais.

Postulado 2 - Postulado da velocidade da luzA frente de onda associada a um unico pulso lumi-

noso assume mesma velocidadelativa a qualquer referencial inercial.

? - O que é um referencial inercial e porque este € importamteffgaca?

Em um referencial inercial, qualquer-aceleracdo obsereatid necessariamente associada a uma
forca real. Sendo assim, um referencial inercial ndo potée aselerado.. Exemplo: Se cientistas
vivessem (toda suas vidas)-dentro de uma grande caixa feobhadta caixa fosse acelerada por uma
forca externa, entédo os pesquisadores sentiriam e obisenyam seu “mundo” (sua natureza), forgas
e aceleracbes ocorrendo sem a necessidade de uma acao;lunina e gude colocada sobre uma
mesa mudaria seu estado de movimento sem a necessidadeateeentontato com outro corpo

dentro do sistema.

Claro que se nosso mundo fosse uma caixa fechada como edteetestga), a fisica seria desenvol-
vida de qualquer forma, pois os estudos seriam realizados@usdes seriam alcancadas. Provavel-
mente neste mundo nao inercial-as leis da fisica assumimaaferma mais complexa pois o estado

de movimento de um corpo contaria’ com uma variacdo intrinséelizmente, em nosso mundo

(nossa caixa), ao excluirmos todas as forcas observadie demossa caixa, a bolinha de gude fica
em repouso ou mantem sua velocidade constante em relacaceélep da caixa, ndo mudando seu

estado de movimento. As leis da fisica ficam muito mais sisnesta forma.

Como as leis fisicas assumem formas diferentes dependerdeterencial € ou néo inercial, en-
tdo temos que optar por trabalharmos com as leis enconteagasn ou em outro tipo de sistema.

Qual vocé escolheria? Obviamente existe uma tendéncieahduevitarmos maiores complicacoes;



sendo assim os cientistas optaram por trabalhar com asdeias definidas a partir das caixas nédo
submetidas a for¢as externas (ou, equivalentementeyap@és sem a necessidade de agéo), ou seja,

os referenciais inerciais.

Além do fato colocado acima, que as leis fisicas assumenr miaiplicidade nos referenciais iner-

ciais, existe um outro aspecto que merece atencao. Umapmrganta a ser respondida:

? Dentre todos os referenciais inerciais possiveis, exigteraespecial? que apresenta algum dife-

rencial em relagdo aos demais?

A pergunta acima € naturalmente justificada, pois se derdiestos referenciais inerciais existir um
(ou mais de um) diferenciado(s) em relacdo aos demais, estaoamos novamente com aquela

pergunta — Qual referencial escolho para estudar a nafureza

Para a teoria da relatividade especial (e também para orlegnetismo) todos os referenciais iner-
ciais sdo absolutamente equivalentes e as leis fisicagendem de qual referencial inercial escolhe-

mos para trabalhar. Contudo, no inicio do século XX esta §uewto era téo clara.

Breve historico sobre a existéncia de um referencial inerclaespecial

Porque do postulado ((P1)?

Sabemos que uma onda sonora se propaga através de um meifieaspe atmosfera (ou qualquer

meio composto por particulas suficientemente proximashd&assim, o referencial que esta em
repouso relativamente ao sistema de particulas respdmeaveansmitir a onda de pressao sonora,
possui um diferencial em relacdo aos demais. A velocidadenda sonora, na atmosfera, é de
~ 300m's no referencial em repouso relativamente a atmosfera.oBatemais referenciais (estamos

considerando referenciais inerciais) esta velocidade dewradicionada a velocidade do sistema em



guestdo. Algo semelhante éra esperado para a onda de lar\&sge que esta se propagava atraves
de um meio até entdo ndo detectado. Este meio foi chamaderle grande parte da comunidade

cientifica acreditava que sua deteccao seria questdo de tlewmjglo as melhorias tecnoldgicas.

Note que se a existéncia deste eter fosse comprovada, edeatped a luz se propaga através do
vacuo, entdo nosso universo (nossa caixa) estaria emplegoan o tal éter e este definiria entre
todos os referenciais inerciais, um especial, o que tivedseidade nula em relagéo ao eter, tal como
no caso da onda sonora, mas sobre um ponto de vista mais dogua) universo conhecido. Ex-
perimentos que objetivavam a deteccao-deste eter foramagas no final do século XIX (link -
Mebmvoo a verocmane paz). O experimento'de Albert Michelson e Edward Moreley foilizsalo em 1887
(link - Exeeriviento bE MichELSON-MoriEY). EM rESUMO, Se.a onda eletromagnética se propaga atravésaderum
entdo a velocidade da luz é relativa a este eter; sendo asdgmenciais inerciais com diferentes
velocidades relativamente ao suposto eter devem medtidaltes diferentes para a onda eletromag-
nética, tal como no caso da onda sonora se propagando pelafaten De fato o experimento de
Michelson-Morley (posteriormente confirmado por variofrasi experimentos).indicou que o eter —
ou néo existe ou produz algum efeito sobre 0s corpos comidalie relativa-a.ele, ndo permitindo
sua deteccao experimental. Ele encontrou a mesma velecmiad a onda eletromagnética (luz) a

partir de diferentes sistemas inerciais (ver o links relaados acima).

A conclusdo final é: Considere um Unico pulso eletromagndtcoseja, de luz). A velocidade
medida para a propagacéo deste pulso € sempre a mesma néanupa@ velocidade do medidor
relativamente a fonte de luz. Desta forma, néo existe ne¢&kinercial privilegiado, logo néo existe

um meio especifico (eter) através do qual a luz se propaga.

Este resultado fundamenta uma importante caracteristreags referenciais inerciais. Que sao todos

Na verdade a primeira hipétese foi que o eter interagia comateriais utilizados para realizar as medidas da
velocidade da luz. Esta interagdo mudaria os comprimeri®srdgua” utilizadas para medir distancias, dependendo da
velocidade da régua relativamente ao eter, impossitdidamma medida correta da velocidade da luz e fazendo resultar
sempre no mesmo valor. Esta hip6tese foi abandonada e hwgelema-se que o eter ndo existe e que a velocidade da luz
€ uma grandeza absoluta da natureza.


HTTP://vsites.unb.br/iq/kleber/EaD/Fisica-4/Aulas/Aula-10/aula-10.html#Sec10.1
http://en.wikipedia.org/wiki/Michelson

equivalentes na descricdo das leis fisicas. Sendo assiostalgdo 1 esta justificado.

O postulado 2 é consequéncia das evidéncias experimeamaentadas acima.



2 Arelatividade do tempo e do espaco

De imetiato — ap0s repetidas comprovacdes experimentaigi€le luz viaja com mesma veloci-
dade relativamente a qualquer referencial inercial, dstau ndo em repouso com relacéo a fonte
luminosa — a comunidade cientifica do final do século XIX eiando século XX se empenhou em
buscar um formalismo fisico e matematico que, diferentéenda mecanica Newtoniana, entrasse em
concordancia com os experimentos. Em suma, buscavam eslat@tematicas capazes de manter a
velocidade da luz tendo sempre o mesmo valor independemngédatencial adotado. Hendrik Lorentz

obteve as relacdes corretas em 1904.

2.1 As transformacgoes de Lorentz

Historicamente, varias propostas surgiram apos o expetinge Michelson-Merley a fim de explicar
0s seus resultados. Em-1889, o irlandés FitzGerald propésreéacia da contragéo no comprimento
dos materiais com velocidade relativa ao, até entdo assurnitho existente; €ter. Esta contracéo
seria real, ou seja, uma aproximacao interatbmica devigeaaicdo dos atomos que compdem o
material com o éterA(Porqué ele propds isso?) Imaginem que utilizassemos uraa pega medir a
distancia percorrida pela luz em um determinado tempo,adiwbter entdo sua velocidadeCon-
siderando a existéncia do €ter, uma forma de a velocidadezdsel a mesma em referenciais com
diferentes velocidades relativamente ao éter seria qugua nétilizada na ‘medida tivesse diferentes
comprimentos dependendo de sua velacidade em relagédoraSeéisso fosse verdade, entdo o fato
do experimento mostrar a mesma velocidade para a luz enewuliésr referenciais inerciais seria ex-
plicado pela impossibilidade de medirmos a velocidadedsama régua com mesmo comprimento
em todos os referenciais, o que obviamente, nao retorraloees reais para a velocidade calculada.
Em resumo, esta proposta sugere uma impossibilidade neggwde medida. Lorentz propés algo
semelhante; ainda pensando no éter ele obteve suas eqdaqgiiea forma mais detalhada. Sua in-
tencédo foi de encontrar um conjunto de rela¢cdes matematigas variaveis necessarias para célculo
de velocidade da luz se relacionassem de tal forma que inbgitassem a deteccédo do éter e, como
verificaremos, essas relacdes s sdo possiveis se alémtgcdordo comprimento, ocorrer também

a dilatacao do tempo.



Procedimento De inicio o procedimento € extremamente ssnfidevemos escrever o que foi ob-
servado nos experimentos de Michelson-Morley. Considesesntéo dois sistemas de referéncia

. e ~ .
com velocidade relativel= uxi, como representamos na Figdra

S A u..t ou -u.t’
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Figura 1:Referenciais Se S'

Queremos obter a transformacaoy(zt) & (X,y,Z.t’), ou seja, se em um-dos sistemas um dado
evento ocorre em uma-determinada posi¢céo e em um determmadento, entdo em que posicéo e

momento este mesmo.evento é observado de outro referaraviahil?

Antes de iniciarmos a abordagem matematica que nos levdraresormacées de Lorentz, vamos
colocar a situacdo a ser tratada em uma forma apenas istr&om isso podemos desenvolver

alguma intuicao.

Situagdo: Vamos considerar dois sistemas,inerciais coatidade relatival, como na Figurdl.
Consideremos também que cada sistema conta com um arramglbges sincronizados como ilus-

trado na Figur2.

Da forma como a situacao foi colocada na Figlyrfica facil concluir que os centros dos dois sistemas
se sobrepbem quandc=t’ = 0. Vamos supor entdo que um evento ocorra no centro comum dos
sistemas neste instante; um evento do tipo um pulso de luartk geste momentd & t’ = 0) vamos
analisar como dois observadores situados um em cada cergrsteima observardo o pulso luminoso

se afastando. Vamos chamar de Jodo o observad8fene Maria o observador e8i.

Sendo assim, nossa andlise tem de concordar com as obssra;dichelson-Morley, que a luz
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Figura 2:Reldgios.sincronizados e posicionados nos-pontos coordenados.

se propaga com mesma Velocidade independente do sistegnan@él adotado. Isso quer dizer
gue tanto Jodo quanto Maria ‘observardo uma frente de onglicasie afastando do centro, de seus
respectivos referenciais, com velocidadeA primeira ilustracao que vem a mente, geralmente, € a
colocada na Figur8. Na Figura3 representamos a visdo de cada observador independentdement
Esta figura estaria correta se assumida do ponto de vista da Mado ponto.de vista de Jodo, mas
nao se observada simultaneamente como na Figyq? Na realidade existe um Unico evento que é
0 pulso luminoso. Entao existe, independentemente dorsaséelotado, uma unica frente de onda se
propagando e ndo duas como-a Figura nos induz a concluir @afastando esfericamente de joao,
circulos pretos, e outra se afastando esfericamente de M#culos-vermelhos). Nao pode existir
duas frentes de onda se propagando pals se isso.ocorresdeeceimn observador, por exemplo, longe
do pulso luminoso seria alcangado por duas frentes de onolackugia que houveram dois eventos,
guando na verdade houve apenas um — entdo esta configurac&oac@itavel (veremos, mais a
frente, que trata-se de uma impossibilidade de ilustrargsitnacéo correta de forma simultanea, pois

um desenho ilustrativo € visto simultaneamente).

Como resolver a aparente contradicdo acima? Temos que olddouma de conciliar dois fatos; 1)
O pulso de luz se afasta do centro com velocidades dois referenciais (como colocado na Figura);

2) S6 existe uma frente de onda (diferente do que esta idiastra Figura).
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Figura 3:Luz emitida no instante em que os centros dos sistemas se superpdem. Gmaralpaempo (tanto
em S quando em S’) a onda se espande esfericamente, se afastaodotdus com uma velocidade que e
medida deS ou se medida d&’.

Se existe uma unica frente de onda, seria possivel ilustsaesia situagdo em uma outra figura (cor-
rigida em relacdo a Figurd)? Vamos tentar e ver o que obtemos. Para isto escolheremo®sim
sistemas refereciais para colocar a frente de onda e ensdisamemos 0 que ocorre para 0 outro
referente & mesma frente de onda. Vamos escolher Maria oefier@mcial de observacgao "confia-
vel"(onde a luz se afasta com velocidaddo centro visto por Maria). A figura ficaria, do ponto de
vista de Maria, como ilustramos na Fi§.Esta situacao esta correta do ponto de vista de Maria, mas
é facil notar, em primeira analise, que algo ndo se encaixagdaga Jodo. Observe que se tracarmos
duas retas a partir de Jodo, em diferentes direcoes at¢ateama frente de onda, estas terdo dife-
rentes comprimentos. Seriamos levados a concluir que pacaalonda se propaga com diferentes
velocidades dependendo da dire¢do observada. Mas istaté@Eene acordo com os experimentos de

Michelson-Morley. Mais uma vez precisamos contornar gséaemte contradigdo?>como?

Resposta: Ndo temos muitas op¢cdes onde procurar a resposta. Como € estaade calculo de
velocidade e sabemos que independente do sistema e daodisagihida temos que obter um valor
c; sabendo também que velocidade é obtida por um calculo esnalgv = AS/At; entdo comor =

€ = constante concluimos que as respostas estdo nas variA®&eAt. Transportando esta concluséo
para as figuras, temos que pensar sobre as relacdes;entyeou seja, nas relacdes de espaco e de

tempo, pois coma nao depende do referencial, entdo estas grandezas devenddepEm suma,
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Figura 4:Considerando um'tinico pulso luminoso do ‘ponto de vista de Maria.

concluimos que dependendo do referencial adotado, ase@rEssociadas com distancia e tempo se
ajustam de forma a retornar sempre o0 mesmo valor para a dattecda luz independentemente do

sistema escolhido ou da direcao analisada.

Voltando a Figural, somos levados a concluir gugocorre em um tempty menor qud, associado
com a frente de onda em, tal query/t1 =rp/t> = ¢. Do ponto de vista de Maria os pontBs e P»

séo iluminados simultaneamente, pois estdo a uma mesraadigstio centro. Contudo, para Jo&o
estes pontos séo iluminados em momentos diferentes, ¢odwentdo que o que é simultaneo para

Maria ndo é simultaneo para Joéao.
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Por simetria, chegariamos a uma conclusdo analoga se ess@thos o referencial de Jodo para re-
lacionar a propagac¢do da onda. Obviamente, ndo é possisthiinos em uma Unica figura uma
situac&o que concorde com os postulados e com todos os atlsers, visto que enxergamos a figura
em um momento Unico, mas este momento Unico varia de refargaca referencial. Quero dizer
com isso algo do tipo: Suponha que tenhamos uma maquinadfitagespecial capaz de fotografar
a frente de onda luminosa (como se fosse uma onda na agua). fiCanma foto? Seria uma frente
de onda esférica em torno de Maria ou em torno de Jo&do? (evasatb-os no centro do circulo);
ou quem sabe nédo seria esférica? Com certeza seria uma oédeagshas seria esférica sempre no
referencial onde se encontrar a maquina fotografica, seesttar no referencial de maria, obteria
em sua foto uma onda esférica em torno-de Maria (ou seja, catia M@ centro); se estiver no refe-
rencial de Jodo, uma onda esférica.em torno de Jodo (com da@nino). Se estiver em um terceiro
referencial, obteria uma onda esférica neste terceiroerede@al. Mas como vimos, isto ndo significa
gue existem muitas ondas esféricas se propagando pelasag @eento € anico e esta situagdo pode
ser contornada através'das relacdes das coordenadas de espmtempo "dilatando"ou "compri-
mindo"uma ou outra, de forma a retornar senmgpara velocidade da luz e também concordar com a

existéncia de uma Unica frente de onda se propagando.
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ApOs esta breve tentativa de intuir algo a respeito da transfrmacdes necessarias de serem rea-
lizadas de forma a concordar com observacdes experimentai®ltemos a uma abordagem mais

técnica, a obtencédo das relagcdes matematicas de Lorentz.

Antes de obtermos as relagdes de Lorentz, vamos utilizanstslpdos da relatividade em situactes

menos gerais (mais simples) a fim de encontrarmos relacGesw® e espaco (distancia).

2.1.1 Dilatagcido do Tempo

ro
¢ méor. e ‘35?‘7“\0
A
— —»
s I —P
A p 8
U.At

Figura 5:Sistemas referenciais inerciais S e S’ com velocidade relativa v.

Vamos considerar a dinamica representada n&Figm feixe 'de luz € acionado no sistema S’,
no ponto A. Como sabemos, o pulso lumineso propaga em toddsexges, mas vamos nos ater
somente ao feixe que vai em direcédo ao espelho situado emltureayg fixo em S’ (ver Fig5). Um
observador fixo em S’ (no ponto A) percebera que o feixe depkrzorre uma distancig em um
tempo que ele medirAt’ /2 (sendoAt’ o tempo, medido em S’, necessario para a luz ir e voltar ao

ponto inicial); portanto medira uma velocidade

Yo
C= A2 (1)

Por outro lado, um observador fixo no sistema S perceberaso parcorrendo uma distandia
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em um tempoAt medido em seu proprio relogio, afinal, S’ estd em movimenttive a S. Este

observador medird uma velocidade

c=—— (2)

Através de uma relacao triangular simples podemos relaciooomyp, resultando em

At
= e () ©

A Eq.(3) na Eq.Q) faz resultarem

e (e)

At/2 @)

Adicionalmente, da EdL{, temos que/ = cAt’/2. Isto na Eq4) =

At—g CAt, 2+ V_Atz
T C 2 2

2 2
= At? = i(CM ) +(V—At)

c2\ 2 2

2

v ):At’2

2

=>Al= — (5)
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Define-se

como fator de Lorentz.

Andlise Como a velocidadepossui valor maxima, entdoAt > At” sempre. Mas o que isto significa

fisicamente?

Resposta: Para responder corretamente esta pergunta, basta vataranorigem do problema e
verificar o significado dat’ e deAt. O que fizemos foi medir-a distancia temporal entre dois egent
gue ocorreram no sisten®. Fizemos esta medida no proprio sisteBiaobtendoAt’; e fizemos a
partir do sistem&, onde obtivemoét. At ser maior que\t’ equivale a dizermos, por exemplo, que
se a distancia temporal entre dois eventos ocorridos renss§’ foi de 100 anos (nascer e morrer
de uma pessoa, por exemplo); a distancia temporal entre Imosedois eventos medidos a partir de
S € maior que 100 anos-(poderia ser, dependendo da velocid@atieav, 200 anos, por exemplo).
Equivale a dizer que otempo passa mais lentament®’&me enS, afinal, olhando d&, um homen
gue viveria 100 anos se estivesse em repouso relativamé&teizeu 200 anos-"simplesmente”por

estar com velocidade relativa a S.

E importante enfatizar que este fato s6 é percebido pelowzse emS. Para o observador esf

(e todos que la habitam) ndo sentem que suas vidas estdaogadis. Afinal, se tudo pulsa mais
lentamente (o reldgio, o pulsar do/coracao, o sono, o acagarerdade, a menopalsa, o intervalo
de tempo que se sente fome, o tempo _que uma flor demora pataadsa, o intervalo de tempo
entre duas batidas das asas de um beija flor, etc...) ndocbpearada diferente e se sente vivendo

100 anos (na verdade sédo 100 anos R4y&0 ndo parecem ser pada

A situacao é simétrica; como nao hé referencial privilegja& uma observacao a partirgele um

pulso de luz ocorrido er8’ levou a concluséo que

at= 20 (©)

(1-%)
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entdo uma observacéao a partir$fede um pulso de luz ocorrido eBilevaria a conclusao de que

At
AV = ——— (7)

(1-%)

Em primeira reacao intuitiva parece haver uma incoerénti@ @s Equacgdese 7, afinal, parecem
dizer coisas diferentes: A E@)(diz queAt > At” sempre (poiy > 1), enquanto que a E@)(diz o

contrario. Este paradoxo € "popularmente"conhecido conmampan dos gémeos, que diz:

Dois irmaos gémeos, Pedro e Paulo, vivem na terra., Pedrdeleealizar uma viagem em uma
espaconave capaz de alcancar velocidades comparaveis dartua - Durante a viagem, Pedro se
encontra em um referenci&®’, da espaconave, enquanto que Paulo” estd em um refer€ncial
terra. Para Paulo, seu/'tempb é sempre maior quat’, e por consequéncia disso, quando voltar
Pedro estara mais jovem que Paulo. Por outro lado, Parageed®6 a equacédo valida para observar
eventos ent € a Eq.{), 0u seja, Pedro percebe ao contrario; percebe o-tempo die [ssando

mais lentamente.
Sendo assim, quando Pedro voltar' quem estara mais jovem?
RespostaVamos resolver este paradoxo em partes.

(a) A simetria € valida; entdo pode-se. afirmar que o tempo deoRespaconave) passa mais len-
tamente quando medido por Paulo (da terra) € o tempo de Rzauleifa) passa mais lentamente
guando medido por Pedro (da espagconave). Nestes casoxzrsntalo falar em comparacéo pois

estao em referenciais diferentes.

(b) Uma comparacéo efetiva so sera possivel quando Pedeo pala a terra, para o referencial de
paulo, onde serdo comparados. Para isso, teremos a segjuidmtaica: (i) Pedro e paulo estavam
juntos naterra, (ii) Pedro saiu do referencial inerciakteioi acelerado (passando por outros referen-
ciais) até chegar no referencial espaconave onde ficou peempo, (iii) para voltar, Pedro devera
desacelerar (passando novamente por outros referersti@is)até retornar a terra, onde podera ser

comparado.
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(c) Note que nesta dinamica, o sistema onde a comparacafeiaer@ a terra. E onde Paulo sempre
esteve sem passar em momento nenhum por referenciaisedi@nns. Entdo € neste sistema que as

equacdes acima sempre foram vélidas, e portanto, Pautd esdés velho que Pedro.

EnfatizandoA situacéo acima, o paradoxo, sO é importante para efeitom@aracao. Para sistemas
inerciais com velocidade relativa. As equacgbes? sao aplicadas com sucesso em seus respectivos
referenciais, ou seja, enquanto a espacgonave estiver doodagle constante em relacao a terra Pedro

percebera o tempo de Paulo passando mais lentamente, eamquarPaulo percebera o contrario.

2.1.2 Contracao do espaco

Na abordagem acima, um observador em S compara a o tempalergreventos que ocorrem em
um mesmo ponto no sistema S’, pontanto, dois eventos sezaapenas pela variavel temporal em
S’. Podemos nos perguntar se pode haver uma relagéo setegian dois eyventos separados apenas
pela variavel espacial,-ou seja, dois eventos simultan@oS’emas separados pela posi¢cdo. Seria

equivalente a uma relacao de distancia entre duas extréesidie uma barra de comprimento L.

"Explicacdo": Para uma barra rigida as duas extremidades sist@ltaneamente em posicdes dife-

rentes.

Vamos entdo considerar umabarra de comprimento L' em rep@lstivo ao sistema S’, e paralela
ao eixox’ (ao longo da velocidade relativa entre S’ e S, como.ilustrediig.6). Como a velocidade
relativa {/) € conhecida, um observadorem'S pode medir o comprimentarda em seu referencial,
acionando um cronémetro quando passar pela extremidadesligando ao passar pela extremidade

X1 e utilizando a relacde= AS/At. Assim temos

L = VAL (8)

Observe que esta medida de diferentes posi¢bes em S’ (&kades da barra) foi realizada em uma
Unica posicao de S, o local onde se encontra o observador 8en8o assim, um observador em S’

pode recorrer a Equacagara concluir que o comprimento L’ €
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Figura 6: Barra fixa em S’ com extremidades ¥ X,

L = VAt
= L’ =wyAt. 9)
Dividindo a Eq.8 pela Eq.9 temos
L _ VAt
L’ vyAt
L/
=>L=—. (20)
Y

Ou seja, o comprimento de uma barra € medido menor-quandbastapossui velocidade relativa

ao medidor.
2.1.3 Transformagfes completas de Lorentz
Desenvolvemos acima as relagdes de tempo e espago entrefdoesciais com velocidade relativa

v. Contudo, os casos acima correspondem a casos particuldrissoeicamente, sdo consequéncia

das transformacées completake Lorentz.

20BS: A palavrecompletasdo é comumente utilizada. Aqui tem apenas a intencdo desingiile sdo as transforma-
¢Oes gerais entre sistemas inerciais, para eventos sepgradum intervalo de tempftt e uma distancias.



18

A fim de obtermos as relacdes completas de Lorentz vamosidavasia situacdo mais geral possivel;
dois eventosk; e E), emS’, que ocorrem nos instantdset), e nos pontog; e x,, respectivamente.
Observe que esta situacdo € mais geral que as situacteadd®rhs Secdesl.le2.1.2 Na secdo
2.1.1 para a dilatacdo do tempo, consideramos dois eventosasisgror um intervalo de tempo mas
gue ocorrem no mesmo ponto do espaco (saida e volta do femedso). Na secédd.1.2 contracao
do comprimento, consideramos dois eventos simultaneasnfmenomento) em diferentes posi¢coes
(extremidades da barra). Estas abordagem simplificarartuac8p e nos mostraram relacbes de
tempo apenas ou de especo apenas. Nesta situacao mais ugwad hossivel; Exemplo: EI®’,
com velocidade relativa aS, ocorrem dois acontecimentos; um copo cai na posi¢&10me no
momentot; = 20s e uma bomba explode na posigdo= -80m e t;, = 300s. Destes dados podemos
determinar, no referenci&’, a distancia entre os dois eventbks’’= ~90m e o intervalo de tempo

entre ele\t’ = 280s.

Baseando-se no exemploracima, qual seria a perguta a sendetgd A pergunta é:
Sabendo que um observador &mediuAL’ = -90m e At” = 280s entre os dois acontecimentos, o
gue mediria um outro observador &para a distancidl e para o intervalo de'temp entre estes

mesmos dois acontecimentos?

Ja& vimos nas secdes anteriores que 0s intervalos de tempespalgo sao relativos. Mas sera que
a distancia espacial pode influenciar na distancia temmpoealida deS?_; e serd que a distancia

temporal entre dois eventos pode influenciar na distantia ea dois eventos medidos a partir@@e

Explicando melhor esta part&stou querendo dizer algo do tipo — Considere uma barra derecomp
mentoL’ = 10m(emS’). Sento assim, como € um corpo rigido, se sua extremidadem@sgestiver na
posicdox; = 12mentdo a extremidade direita estara na posigae 22m. Seu comprimento medido

deS (supor velocidade relativa= 0,8c) sera, pela Equacaik®,

L=10v1-0,8%
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Mas este resultado é para a barra rigida, ou seja, os doitoe@inas extremidades) estdo nas po-
sicbesx; = 12m e x;, = 22m simultaneamente. Se os dois eventos nao fossem simulianessja,
um esta enx] = 12me o outro enx;, = 22m em momentos diferentes, entao € possivel que que um

observador ens ndo messar, apesar de continuarem com distancia de &t S’.

Para responder estas perguntas precisamos das relacasseggreS e S’, as transformacdes de

Lorentz.
Obtencao

Vamos, por motivos didaticos, utilizar os casos parti@darbtidos nas Seco@sl.1e 2.1.2no pro-
cedimento para a obtengéo das transformagdes de LorenttudOonale frisar que historicamente

as equacodes de Lorentz-foram apresentadas antes e 0s géisotapas sao consequéncia delas.

2.1.4 Distancia entre'dois eventos medidos a part$ cemo funcéo da distancia conhecida m

Vamos entao supor dois eventés,= (X;,17) € E2 = (X5, 1), ocorridos en$’ com velocidade relativa

a S. Por simplicidade, mas sem perda de generalidade, vamolesg; = x; =0 ety =t] =0

(ou seja, o event&; ocorre na origem e dos dois sistemas € no-momento exato gaanoaens

se interceptam (momento em que 0s crondmetros sao acignafesdo assim, resta espeBr
acontecer, medikx’ = x;, — 0= x;, e At =t, - 0=/, e encontrar (usando os resultados anteriores) os

valores deAAxX=x—0=xp e At =t - 0=1t,.
A situacao idealizada acima esté ilustrada narFig.

Nesta abordagem o eveniy serve apenas para marcar o acionamento do cronémetro. dsstam
interessados, na verdade, no eveBfo Queremos saber: Se um evento ocorre em um momento
qualquert,, apost =t — 0, em uma posicaa;,, entdo em que momentg, apést = 0, e em que

posicaoxy o referido evento ocorreu?
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Figura 7:ReferenciaisS e S’ com velocidade relativa a S. O event&; ocorre na origem e no momento em
que elas cruzam, quando os crondmetros sdo acionados. O Egentorre ent;, e no pontox,. A tarefa e
encontrar os valores dg e X, 0s quais séo percebidos pelo observadoiSera colocar estes valores como
funcado dex; et),. As marcagc“)es prépnas de uma régua encolhem _(peIo;f}aHmrwstas de outro referencial, o
que faz resultar em uma leitura maior para a coorderadaando feita pelo observador éh Desta forma,

0 evento dois ocorre enp dado porxy= (X, + ut’).
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Quando um evento ocorre (no casg) a mesma imagem local é levada a qualquer observador em
qualquer sistema referencial. A imagem local "fotografa"ascacdes das réguas nos dois sistemas
e também os reldgios posicionados no local do evénizesta forma, um observador eéhenxerga

tudo, as marcacoes das duas réguas e também dos dois relégios

Pela Equaca&0, uma régua encolhe quando observada de outro referenoialelocidade relativa.

No caso ilustrado na Fig,. olhando de&S” a régua ens encolhe. Esta aproximacgao das marcacgoes faz
com que a leitura retorne um valor maior pagacrescido pelo fatoy. Este fato, mais o fato de que
quando o evento dois ocorrer o sisteBiga avangou uma quantidadg,, que por motivos analogos

€ acrescido pelo fatar, resulta que

X2 = y(X5 + ut) (12)

A Eq. 11 é uma transformacao de Lorentz 8eparaS, para a posicdo de um evento. Excluindo
o indice 2, a fim de generalizarmos o evento dois como sendoventcequalguer apo® = O’ em

t1 =t; = 0, reescrevemos naforma tradicional

X=y(X +ut"). (12)

2.1.5 Relacao temporal

OBS: Lembrar que os relogios sao sincronizados em cadamefakenas evoluem com velocidades
diferentes quando observados de outro referencial; isbh&ando de para um referencigl= At; =

YAL;.

Dentre varias possibilidades de abordarmos este probksunalvamos) optar por uma abordagem

incomum, porém com ferramental matematico bastante basico

Abordagem: Vamos usar o fato de que um observador®noebserva a luz proveniente de um dado

3vale lembrar que cada sistema contem um emaranhado de ®geiagios, sendo que o conjunto de relégios asso-
ciados a cada sistema, eta sincronizado
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Figura 8: 0 Observador er foi estrategicamente posicionado e x,/2 no momento de ocorréncia dos
eventos ent;,. Como as origens foram sincronizadas emt’ = 0, entdo o evendo et ocorrido na origem
sera percebido ey = yt;,. Porém, o evento e ocorrido emx;, sera percebido mais tarde em um tempo
to = too + At, afinal o observador er8 encontra a frente de ond& antes da frente de ondg. Como o
observador estava no ponto média noimaemento da ocorréncia simultan® pamtio isso sO sera possivel se
0 evento enx; ocorrer mais tarde se medido 8e

evento se aproximar com velocidadetambém que um observador fixo €nfica para tras com
velocidade-u. A partir destes fatos, o observador &npode medir o intervalo de tempo entre os
encontros dos eventds; € E, (At”) com o observador ers. 4 Adicionalmente, vamos considerar

que no momentd,, dois-eventos simultaneos ocorrem 8fmum emx;, e outro na origend’.
Queremos entdo saber:Em que momento ocorre o eventd .t~ 2’), para um observador e8?
A situacdo idealizada acima‘esta ilustrada na &ig.

Como esta explicado na propria Fig@aemos que

to =t + At

Mast, o = yt), resultando em

ty = yt, + At (13)

4Isso pode ser feito de forma simples igualando as equacé®edenento para as frentes de onda com as equacdes
de movimento do observador S.
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Obtencao deAt: Como colocamos acima, vamos obter o intervalo de tekipmbservado pelo
observador en®’ para os encontros do observador 8ncom as frentes de ondg e F2>. Como

"estamos"observand® a partir deS’, temos que

At = yAt (14)

Obtencéo algébrica através das equacges de movimento do ebsdos e das frentes de ondkg

ekFo.

Para o observador eBf a equacdo de 'movimento do observadoréndada por

Xog = % —ut’. (15)

A equacao de movimento da frente de oirdaé dada por

Xg, =ct’. (16)

A equacao de movimento da frente de oirdaé dado por

Xg, = Xp—Cl’. 17)

Assim, o encontro entr®s e F1 ocorre no tempd®, para o qual

X0g = Xg,» (18)
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e 0 encontro entr®s e F» ocorre no tempd, para o qual

/

XOS = X,hFZ’ : (19)

Através de uma algebra bastante simples chegaAse-=at; —t; como mostramos na Fj.
Utilizando agora a relagdb4 temos o resultado paret mostrado na Fig.0

Segue da relacdlsB, juntamente com o resultado final apresentado nd Ggue

u /
to = p(t5 + C—);Z (20)
Eliminando o indice 2, reescrevemos na forma tradicional

/

; UX

2.1.6 Comprimentos perpendiculares a dire¢ao da velocicdake/a

Se dois eventos ocorrem simultaneamenteSénpor exemplo, definindo um comprimento entre os

eventos de.’, entdo quando seria o comprimeitgel” € perpendicular a velocidade relativa

Observe na Fig.1, que as frentes de onda chegam ao mesmo tempo tanto parareadioseemsS’
guanto para o observador ér{ambos situados no ponto médio). Neste caso ndo temos, aumae t
mos no movimento longitudinal, tempos diferentes de olag@iw entre as frentes de onda provenien-
tes dos dois pontos; ou seja, hdo temos nenhum termo depenidgrosicdo que possa diferenciar os
dois eventos para um ou para outro observador. Em outragas|daemos uma situacao totalmente
simétrica entre 0s observadores tanto quanto ao momentbsgevacdo das extremidades quando

das coordenadas "fotografadas”na extremidade. Sendo assimim observador possui qualquer
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privilégio em relacdo ao outro, tal que ndo podem chegar édusdes diferentes. Esta simetria nos

leva a que

y=y (22)
z=7 (23)

Finalmente podemos sumarizar as equacdes-de Lotentz como

x=7y(X +ut’) (24)
y=y (25)
2=7 (26)
t=y(t' + uc—);/). (27)

Aplicando as equacdes de Lorentz em dois pomgc(:x’z,t’z) e tg(x’z,t’z) e xl(x’l,t’l) e tl(x’l,t’l), a

subracéo faz resultar em

AX =y(AX + UAL) (28)
Ay =AY (29)
Az=NZ (30)

UAX

At= (At + =), (31)
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3 Extendendo a nova cinematica para uma nova dinamica (newtoni

ana — relativistica)

Como resultado da reformulacdo da cinematica newtoniasaada nas transformacdes de Galileu,
somos levados distribuir estas novas informacdes (tremsfgbes de Lorentz) para as demais relagbes
newtonianas (como momento linear, energia cinética,. ednjadamente, como a mecéanica newto-
niana sobreviveu (e sobrevive) por algumas centenas decanogrande sucesso e ainda é utilizada
para aplicacfes diarias, esperamos que a hova mecanibastta se reduza a mecanica newtoniana

guando aplicada a experimentos com baixas velocidadéwaeh@nte a velocidade da luz.

Entretanto, do ponto de vista relativistico temos que camar um detalhe, em particular, a mais
relativamente ao conceito €lassico adotado na mecanissicd@newtoniana; onde as interagdes entre
particulas ficam inteiramente definidas de forma instaat&@ne funcio de suas posicoes relativas;
como se a interacéo entre dois corpos fosse instantanemvélacidadey << ¢ € realmente o que

percebemos.

Na abordagem relativistica o conceito de interacao irgteatnao pode ser adotado, afinal, por exem-

plo, as distancias relativas entre particulas dependemfeiencial adotado.

Procedimento: Basicamente vamos repetir os passos de IsdoriNefim de obtermos as relacdes
de grandezas como momento linear e energia cinética. Bissategas nao podem ser demonstradas,
elas sao definidas de forma heuristica e de formaa concardara experimentos prévios, bem como
prevendo, como sucesso, novos experimentos. Tratemasdangfiandeza quantidade de movimento,

ou equivalentemente, momento linear.

3.1 Momento Relativistico

Momento linear: O que € momento linear? E de experiéncidadifire um objetd; possuindo
uma massa inercial de repousyg e uma velocidade iniciaM( << c) = v; 1 transmite, ao chocar-

se com umO, de massang e V2, parte de sua velocidade paa alterando as duas velocidades
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para seus respectivos valores fingig e vs 2. Classicamente a quantida@e= mg1.vi1+Mp2.Vi2 €
conservada apos a colis&o, como prevé Newton. E naturatgtesmios algo semelhante paeac, ou

seja, relativisticamente. Vamos trabalhar, de forma edgmte, com o produto das grandezas massa
e velocidade e, como dito anteriormente, vamos considsreglacdes de Lorentz, os postulados da
relatividade e também que as novas rela¢des (possivelmeves) se reduzam ao caso esperado para

V<<C.

Na mecanica newtoniana 0 momento de uma particula é definordo p

B= v (32)

Na Equaca®2 admite-se quen € uma grandeza invariavel da particula. Geralmenéamedida, por
simplicidade, quando a particula esta em repouso relagintarao referencial utilizado para estudar
a dindmica (laboratério)V € a velocidade e por definicdo € uma medida dindmica, s6 depeod
para o observador no-laboratorio, quanto tempo a partiaséagpara percorrer um determinado
espaco. Vamos prover maior generalidade na abordagenvistleh deixando a massa depender
da velocidaderf — m(V)); afinal, como a forma de um objeto muda dependendo de saeidatie
(contracdo de Lorentz) e uma determinada quantidade dgiariernecida a uma particula (como
demonstrado experimentalmente) nao € totalmente cotaextn variacdo de'velocidade, entdo uma
possibilidade é a ocorréncia na-variacdo da massa comodutzcéelocidade. Mantendo a forma
mais simples e préxima do formato cldssico, assumimos ept@@ momento relativistico pode ser

escrito na forma

p=m(v)V (33)

Prosseguindo, temos entao de responder algumas perg8etasquen depende realmente d@ —

Se depende, como seria esta dependéncia?

Neste ponto temos de definir um objetivo final, um resultagodpsejamos alcancar. Parece coerente

definirmos como resultado desejavel a conservacdo de momaativistico. Se esta conservacao
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Figura 12: Antes e apos a colisdo com velocidades relatigas a

ocorre ou ndo, os experimentos podem, posteriormente,uxidgana confirmacao desta hipbtese.
Assumindo-a como verdadeira podemos forgar a condicaor®oeacao a fim de obtermos a forma
matematica paran(v). Vamos entdo, considerar um experimento de colisdo ente particulas.
Nosso procedimento sera simplificado se considerarmos iturag&o simétrica:”"Consideremos entao
gue duas particulas com mesma massa de repogipwssuam, relativamente a um referenS§ial
velocidades iniciaisi 1 = ui,XiA’ para a particul®; et 2 = —U; x para a particul®;. Vamos considerar

também uma colisdo perfeitamente elastica (as particalasgnecem grudadas apos a coliséo).

Como esta claramente ilustrado na FifR, para esta situacaae particular (simetria no movimento
das duas particulas em relacédo ao referencial S'), 0 mongentmservado sem a necessidade do

conhecimento da forma(u).

Vamos entédo analisar o mesmo experimento de um outro refat@rercialS’, onde existam veloci-
dades nao nulas antes e depois da colisdo. Dentre as infiodisibilidades de escolha p&avamos,
por simplicidade, escolher um referencial que minimizedswos matematicos. Vamos (e isso foi
determinado apods algumas tentativas) escolher o refateteiparticula com velocidade negativa.

Sendo assim o experimento, do ponto de vist&'digca como ilustrado na Fidl3
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Figura 13: Antes e apos a colisdo com todas as velocidads dadarelacdo a S’

Da Fig. 13, e pelo desejo de que o momento se conserve, queremay gu@’, assim temos

m(vi).vi = M(U).U (34)

Retomando o foco O que estamaos buscando mesmo?

Estamos inferindo a conservacao de energia relativistica de encontrarmos a relacawv) que a

possibilite.

v; pode ser obtida através da transformacao de velocidad®istlaa, ja estudado. Por fim, precisa-
mos colocamM(u) como funcéo de variaveis conhecidade (massas individigaispouso /@eu como

funcao da velocidade). Vamos impor entdo a conservacao sieamelativistica dada por

M(u) = m(vj) + Mo (35)



A Equacao35, que é relativa ao referenci&®’, "diz'que a massa total do

Inserindo a relagad5 na Equagé84 temos que

m(Vv;).vi = m(v;).u+m(0).u
m(vi)) U
W S Vi+u

transformandae; através do sisten@atemos

Vi

= entaom(v; m(u
1+ () — m(u)

Com mais um pouco de algebra, chega-se em

m(0)

m(u) = N

Com este resultado podemos afirmar que o0 momento linear sercarse

m(0)

—.u
Ji-u?/c?

|5)relativistico 35

Sendaom(0) a massa de repouso.
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sistema é conservada.

(36)
(37)

(38)

(39)
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